MA-179, Treningoppgaver til eksamen Var 2021

Hvis du lgser likningsystem i oppgave 3, 4, 5, 6 og 7, sa er det greit a ta utregning pa kalkulator.
Det samme gjelder andregradslikninger.

ODDEAVE L .ottt e
Likningssystemet
31’1 — 21’2 = 1
r1 + 2x9 = 11

kan skrives pa matriseform AZ = b.

(a) Bruk radoperasjoner (Gauss-Jordan) til & finne lgsningen.
(b) Bruk A~! til & finne lgsningen.

(¢) Bruk Cramers regel til a finne lgsningen.

Lgsning:

(a). Setter opp utvidet koeffisientmatrise:

1 2 11 3 -2 1 0 -8 —32

mege L2 U pmmezm 103
01| 4 0 1] 4

[3 —2 1] RIGR2 [1 2 11] R2=R2_3RI [1 2 11]
— —_—

Ldsningene er x1 = 3 og x2 = 4.
(b). Finner A~!:

Derfor er
$1_A—11_}2 20 (1) _ 1y 2+22) |3
To| 11 8 |—-1 3|11 8|—-1+33] |4
(c). Cramers regel:
1 -2
112 2+ 22
1 = =3.
3 -2 8
1 2
‘3 1
L 11} 33-1
To = = =4.
3 =2 8
1 2
(0] 0 032117 TP
Likningssystemet
1 + 2x9 — 3x3 =
201 — xo + 4:(}3 = 1
r - T + x3 = -2

kan skrives pa matriseform AX = b.
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(a) Bruk radoperasjoner (Gauss-Jordan) til a finne lgsningen.
(b) Bruk A~! til & finne lgsningen.

(c) Bruk Cramers regel til & finne lgsningen.

Lgsning:

(a). Setter opp utvidet koeffisientmatrise og radreduserer:

1 2 -3 3 1 2 -3 | 3 12 -3 | 3
2 —1 4 | Be=R22RL g 5 | _p| H2ECRES 1 -2 | 1
1 -1 1 _9 R3=R3—R1 0 -3 4 _5 R3=R3+3R2 00 -2 _9
R3=—R3/2 12 -3 3 R2=R2+2R3 120 6 R1=R1—-2R2 100 0
FEETRSR NG 1 g | q| BEER2E N o | g| BIERL2R2 0 4 g | 3

00 1 | 1| BB A 01 |1 0011

Altsa er x1 =0, 9 = 3 og 3 = 1.

(b). For & A~! kan vi enten bruke kofaktorutvidelse eller radreduksjon. Bruker radreduk-
sjon:

1 2 -3|100 1 2 3| 1 00
2 -1 4 |01 o B2 00 5 10 | —2 1 0
1 -1 1 oo 1] P o 3 4 | 10 1]
s L2310 0] 12 -3 1 0 0
ﬁ01—2 o5 —1/5 0| B2 00 1 2 | 25 15 0
SERIEEZ g 0 —2 | 1/5 —3/5 1 00 1 | —1/10 3/10 —1/2
12 0] 7/10 9/10 —15/10
% 010 1/5 2/5 -1
SRS g 0 1 | —1/10 3/10 —1/2
1 00| 3/10 1/10 1/2
B2 00 1 0 | 15 25 <1 | =1 | A7
00 1 | —1/10 3/10 —1/2
Derfor er
1 3 3/10 1/10 1727 [3 9/10 +1/10 — 1 0
| =A 1| =] 15 2/5 -1 1= 3/5+2/5+2 |=|3
23 —2| |-1/10 3/10 —1/2| |-2| |-3/10+3/10+1 1

(c). Cramers regel. Trenger det(A) (bruker at det a legge til tall ganger en rad til en annen
ikke forandrer determinanten)

1 2 -3 1 2 -3
det(4)=|2 —1 4|=|0 =5 10|=1-|-5 10-3 4/—0+0=-20+30=10.
1 -1 1| Jo -3 4

Utvidet her determinanten etter fgrste kolonne.

3 2 =3
1 -1 4
-2 -1 1

T T qet(A) 10 10 =0
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1
2 1 4 0 -5 10
1

-2 1 0 -5 4 —20 + 50
det(A) 10 10
1 2 3 1 3 -3
2 -1 1 0 -5 -5
1 -1 -2 0 -3 =5 25 —15

det(A) 10 10

Hadde vi hatt valg av metode her sa hadde vi brukt radreduksjon (Gauss-Jordan). Cramers
regel er overkommelig for 3 x 3 matriser, men det blir fort kompliserte deterinantutregninger.

()]0 0=tz A1 Y
Vi skal lgse den homogene diff.likn.

y' =5 +6y=0 y(0)=1 3 (0)=-1
(a) Los med metoden med karakteristisk likning.
(b) Lgs med Laplacetransform.
(c) Lgs ogséa den ikke-homogene likning
y' =5y +by=¢"  y(0)=1 y(0)=-1

med Laplacetransform.

Lgsning:

(a). Karakteristisk likning er 72 — 57 +6 = 0 som har lgsninger r = 2 og r = 3. Fra kapittel
3 i Kohler og Johnson blir generell lgsning

y(t) = 0162t + 026315'

Deriverer:
Y (t) = 201 + 3Cye3t.

Setter inn initialbetingelser:

y(O) :Cl+02: 1
y'(O) =2C1+3C; =-1

Lgser likningssystemet

Lg@sningen blir
y(t) = 4e® — 3e3t.

(b). Laplacetransform av begge sider av likninga blir

s°Y (s) = sy(0) — y/(0) = 5(sY (s) — y(0)) + 6Y (s) = 0
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som etter innsetting og sortering blir
(2 =55 +6)Y(s) —s—(=1)+5=0
dermed blir
s—6 _ s—6
s2—-55+6 (s—2)(s—3)
Trenger delbrgk siden hgyreside ikke star i tabell 5.1.

s—6 A B A(s—3)+B(s—2) (A+B)s—3A-2B

(s—2)(s—3) s-2 s-3  (s—2)(s—3) (s —2)(s—3)
Fra s-ledd: 1 = A + B. Fra k-ledd: —6 = —3A — 2B. Lgser

1 1 1_}10 4
-3 -2 —6 0 1 -3

Altsd er A=40g B=-3sa

Y(s) =

Invers Laplace gir
y(t) = 4e® — 3e3t.

(c). Tar Laplace av y” — 5y + 6y = ! og venstre sida blir som i (b):

1
s*Y (s) = sy(0) = ¢/ (0) = 5(sY () = y(0)) + 6Y (s) = —
som etter innsetting og sortering blir
1
(2 =55 +6)Y(s) —s5+6 =
s—2
dermed blir
5s—6 1 5s—6 1

Y(S):32—5s+6+(s—2)(32—58+6) (8—2)(5—3>+(3—2)(3—2)(3_3)

Fra (b) har vi delbrgk av forste ledd:

4 3 1

Yo = s s s o2k - )

Delbrgk av siste ledd (fordi det ikke star i tabell 5.1):

1 _ A N B N C :A(s—2)(8—3)—|—B(s—3)+C(s—2)2
(s—=2)(s=2)(s=3) s—2 (s—2)2 s-3 (s—2)(s—2)(s—3)
A(s? =55+ 6) + B(s — 3) + O(s?> — 45 + 4)

(s—2)(s—2)(s—3)

Fra s2-ledd: 0 = A+ C. Fra s-ledd: 0 = —5A4 + B — 4C. Fra k-ledd: 1 = 64 — 3B + 4C.
Lgser likningssystem:
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Altsa A= -1, B=—10g C = 1. Da blir

Y (s) 4 3 n —1 n —1 n 1 3 2 1
S) = — — J— —_
s—2 s-3 s—2 (s—-2)2 s-3 s—2 s—-3 (s—2)

Invers Laplace pa hver ledd gir

y(t) = 3e?t — 23t — e,

OPDEAVE 4 . o et
Vi skal lgse den homogene diff.likn.

y'+4 +5y=0 y(0)=1 ¢(0)=0

(a) Lgs med metoden med karakteristisk likning.

(b) Lgs med Laplacetransform.
(Tips: Fullfor kvadrat og bruk trikset s +4 = s+ 2+ 2.)

(c) Los ogséa den ikke-homogene likning
y'+4y' +5y=10  y(0)=1  y(0)=0

med Laplacetransform.

Lgsning:

(a). Karakteristisk likning er 72 +4r +5 = 0. Lgsninger r = —2 4. Fra kapittel 3 i Kohler
og Johnson er generell lgsning

y(t) = Cre ! cos(t) + Cae* sin(t).
Deriverer:
Y (t) = C1(—2e % cos(t) — e 2 sin(t)) + Co(—2e ! sin(t) + e > cos(t))
Setter inn initialverdier

y(0)=C1+Cy-0=C1 =1
y'(O) =-201+Cy=0

Derfor er C; =1 og Cy = 2C1 = 2. Lgsning
y(t) = e cos(t) + 2~ sin(t).
(b). Laplacetransform av begge sider av likninga
s2Y (s) — sy(0) — 4/ (0) + 4(sY (s) — y(0)) + 5Y(s) = 0
Setter inn initialbetingelser:

(8 +4s+5)Y(s) —s —4=0.
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Altsa er
s+4

V(s)= -0

&)= 2575

Dette star ikke i tabell 5.1 s& vi bruker tips og fullfgrer kvadratet: s? +4s+5 = (s +2)? —
22 + 5 = (s +2)? + 1. Setter dette inn i uttrykket for Y (s) og bruker det andre tipset:

o os+4 s+ 2+2 5+2 L 2

Cs244s+5  (s+2)2+1  (s+2)2+1  (s+2)2+1

Y (s)

Vi ma ha samme (s + 2) over og under brgken for & kunne sla opp i tabell 5.1 (s-forskyving
og cosinus og sinus):
y(t) = e cos(t) + 2e 2 sin(t).

(¢). Lgser likninga y” + 4y’ + 5y = 10 ved & ta Laplace pa begge sider av likninga (venstre
side blir lik som i (b)):

s°Y (s) = sy(0) — ¢/ (0) +4(sY (s) — y(0)) +5Y (5) = ?

Setter inn initialbetingelsene og stokker om:

10
(s> +45+5)Y(s) —s—4=—
s

Lgser for Y (s):
s+4 10

Yis) = S2+4S+5+8(82+4S—|—5)

Setter inn det vi fikk i (b):

s+2 2 N 10
(s4+2)24+1 (s+2)2+1 s((s+2)2+1)

Y(s) =

Delbrgk pa siste ledd:
10 A Bs+C A((s+2)2+ 1)+ (Bs+O)s

(5127 +1) s (+27+1 s((5+22+1)
A(s? +4s+5)+ Bs? +Cs

s((s+2)2+1)

Fra s?ledd: 0 = A + B. Fra s-ledd: 0 = 44 + C. Fra k-ledd: 10 = 5A. Det gir A = 2,
B = -2 og C' = —8. Setter inn i det over:

Y(s) = s+ 2 n 2 +2 —25—38
(s+2)2+1 (s+2)2+1 s (s+2)2+1
_ s+ 2 n 2 +g_2 s+4
(s+2)2+1 (s+2)2%24+1 s (s+2)2+1
s+2 2 2 s+2 2
- (3+2)2+1+(s+2)2+1+3_2<(5+2)2+1+(s+2)2+1)
B s+2 2 2
_(s+2)2+1_(s+2)2+1+§

Invers Laplace pa hvert ledd gir:

y(t) = —e * cos(t) — 2e ™ sin(t) + 2.
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(0] 03 03 <2117 T TR
Vi skal lgse det homogene systemet av diff.likn.

i = B :;*]y der §(0) = m

(a) Los ved a diagonalisere matrisa.

(b) Lgs med Laplacetransform.

Lgsning:

(a). Finner egenverdier:

det(A —\I) =

5—A —4
3 —2-A

‘:(5—)\)(—2—/\)+12:)\2—3)\+2

Lgsningene er A\; =1 og Ao = 2.
Loser (A — M\ I)7 = 0:

5—1 —4 0 (4 —4 0%1_10
3 —-2-1 o (3 =310 0 O 0

Fgrste linje betyr v; — v9 = 0. Fri variabel vo = t. Sa v1 = vo = t. Velger egenvektoren med

t=1:
L1
V1 = 1
Loser (A — X\oI)7 = 0:
5—2 —4 of 3 —4 0 . 1 —4/3 0
3 —2-2 0] |3 —4 0 0 0 0
Forste linje betyr vy — %’Ug = 0. Fri variabel v =¢. S& v; = %t. Velger egenvektoren med

t=3:
5[4
27 03

Fra kapittel 5.4 i Anton og Rorres er lgsningen

i} L [eremt Mis Nt 1 4
y(t) =Pu= |7 Uy [Cge’\ﬁ = C1eM ) + Cre™tty = Cyél 1 + Che?t 3
Setter inn initialbetingelse:
I 4] [3]
o) = |} + 3]_[2

Lgser likningssystemet:
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Lgsningen er altsa:

i) _ ooy il o |4| _ | —e e
[yg(t)] Al P It 1Y Il IO
(b). Sa var det Laplace: Skriver Y = L(%).
L(§') = AL(H)
blir til
sY —y(0) = AY
stokker om og setter inn initialverdi:
. 3
(sI —A)Y =3j(0) = 2]
Derfor er ;
Y = (s —A)! B
§—9 4
sh=4= [ -3 s+2]
sa derfor er
_ 1 s+2 -4 1 s+2 -4
I—-A) 1= =
L= = oG 12| 3 3—5] s2_3s+2| 3 5—5]
og
i 1 s+2 —4](3 1 3(s+2)— 8
Y =(sI-A)7'50) = 5 - -
(T=A) 0 = T332 | 3 3—5] M s2— 35+ 2 9+2(s—5)]
35—2 35—2
_ 1 3s — 2‘| _ [52i¥f2 _ [(3—213£81—2)‘|
s?—3s+2 |25 -1 §2—3s+2 (s—1)(s—2)

Siden ingen av de to komponentene star i tabell 5.1 s& ma vi delbrgke. I begge tilfellene ser
delbrgken slik ut:

A N B A(s—2)+B(s—1) (A+B)s—2A-B
s—1 s—-2  (s—=1)(-2)  (s—1)(s—2)

Nar telleren er 3s —2ma3=A+ Bog —2=-2A—Bsia A=—-1o0g B=4.
Mens nar telleren er 2s — 1 méa 2=A+4+ Bog —1=-2A—Bsda A=—-1o0g B=3.

Derfor er ) A
Y= |5
s )
Invers Laplace gir
nt)| —el + 4e?t
=y(t) = Lt 2t
ya(t) e’ + 3e
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OPPEAVE B . oo vttt ettt e e e e e e e
Vi skal lgse det homogene systemet av diff.likn.

L 3 27, I

(a) Lgs ved & diagonalisere matrisa.

(b) Lgs med Laplacetransform.

Lgsning:

(a). (Denne oppgaven var pa eksamen hgsten 2018.) Finner egenverdier:

det(A — AT) = |3_A 2

5 _2_)\':(3—)\)(—2—>\)—6:>\2—)\—12

Lg@sningene er \; = —3 og Ao = 4.
Loser (A — M\ I)7 = 0:

3+3 2 0f |6 2 0_>11/30
3 =243 of (3 1] 0 0 0 0

Forste linje betyr v; + %’02 = 0. Fri variabel v9 = t. Sa vy = —%t. Velger egenvektoren med

t=3:
= _ [
s
Loser (A — \oI)¥ = 0:

3—4 2 of -1 2 0%1—20
3 —-2-4 0of |3 -6 |0 0 O 0

Forste linje betyr vy — 2ve = 0. Fri variabel vo = t. Sa v; = 2t. Velger egenvektoren med

t=1:
S 2
Vg = 1

Fra kapittel 5.4 i Anton og Rorres er lgsningen

g(t) = C16A1t771 + CQ@AQt’L_)é = Cle_gt [;1‘| + 0264t l%]

Setter inn initialbetingelse:

Lgser likningssystemet:

Lg@sningen er altsa:

_ _ 33 et
] = o= [ e ] - [0
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(b). Sa var det Laplace: Skriver Y = L(%).
L(G") = AL()

blir til
sY —y(0) = AY

stokker om og setter inn initialverdi:

(s — A)Y = 7(0) = [174]

Derfor er

Y = (sI—A)! [174]

s—3 -2
sl—A= [ -3 s+2]
sa derfor er

1
(s—3)(s+2)—6

(s — A =

3 s—3| s2—s—12| 3 s—3

S+ 2 21_ 1

s+ 2 2 ]

og

o 1 s+2 2 |[7 1
Y = (sI — A) 1y(0)232_8_12[ 3 s—3] [14]:(8+3)(8—4)

7(s 4 2) + 28
21 + 14(s — 3)1

_ 1 7s + 42 _ [(S§;§2%4)]
(s+3)(s—4) |14s —21 (er;)ﬁ

Siden ingen av de to komponentene star i tabell 5.1 sa ma vi delbrgke. I begge tilfellene ser
delbrgken slik ut:

A B A(s—4)+B(s+3) (A+DB)s—4A+3B
513 54 (1306-4 (13-4

Nar telleren er 7s + 42 ma 7= A+ B og 42 = —4A+ 3B s& A= -3 og B = 10.

Mens néar telleren er 14s —21 ma 14 = A+ Bog —21 = —-4A+3Bsa A=90g B=5. Vi
kunne lgst begge disse to likningsystemene i en omgang ved a radredusere:

1 1 714_)10—39
-4 =3 42 =21 01 9 5

Derfor er

Invers Laplace gir
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O DDAV T . e ettt et e
Vi skal se pa matrise

A=

O O =
O =N
U W

(a) Finn egenverdiene og egenvektorene til A.

(b) Forklar kort hvorfor A ikke er diagonaliserbar.

(c) La ¢ veere egenvektoren tilhgrende egenverdien A; = 1.
Finn en vektor o slik at (I — A)w = .

Lgsning:
(a). Siden A er gvre-triangulaer sa star egenverdiene pa diagonalen. Altsa \; = Ao = 1 og
A3 = 5.

Finner egenvektorer. For A\; = 1 lgser vi (I — A)7 = 0.

0 -2 -3 0 010 0
0 0 -4 Ol = (0 0 1 0
0o 0 -4 0 0 00 0

Altsa er vo = v3 = 0 mens vy er fri: vy =t. Velg t = 1, slik at tilhgrende egenvektor er

1
5= |0
0
For A3 = 5 lgser vi (51 — A)7 = 0.
4 -2 -3 ] 0 10 —5/4 | 0
0 4 —4 of—-10 1 -1 0
0 0 O 0 0 0 0 0
Her er vg =t fri, vy = v3 og v1 = 5/4vs. Velger t = 4 (for & unnga breker) slik at tilhgrende

egenvektor er

(b). Hvis A var diagonaliser sa ville algebraisk og geometrisk multiplisitet for veere lik for
alle egenverdiene. Men A\; = 1 er gjentatt egenverdi (alg. multiplisitet 2), men vi bare her
1 stk fri variabel i redusert trappeform av I — A (geom. multiplisitet 1). Vi har ikke nok
egenvektorer til & diagonalisere A.

(c). Viskal lgse (I — A)w = ;. Setter opp koeffisientmatrise

0 -2 -3 1 0 -2 0 1 0 10 -1/2
0 0 -4 0] =10 0 1 0] =10 0 1 0
0 0 -4 0 0 0 O 0 0 00 0
Fri variabel wy =t mens wy = —1/2 og w3 = 0. Velger t = 1 og far vektoren
w=|—-1/2

0
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Kommentar: 1 kalles en generalisert egenvektor for A tilhgrende A\; = 1 fordi mens egen-
vektoren ¥ oppfyller (I — A)v; =0, sé er

(I — A= —-A)I-A)w=1- Az, =0.

Slike dukker opp forbindelse med lgsning av systemer av diff.likn. i Kapittel 4.7 i Kohler og
Johnson (ikke pensum).

DDAV 8 . ittt
Grafen til f(¢) ser ut som i figuren under.

Skriv f(t) ved hjelp av Heavisides enhetsstegfunksjon og finn Laplacetransformasjonen £(f).

Lgsning:

Vi ma fgrst finne en beskrivelse av funksjonen vi kan bruke:

rett linje stigningstall —1, 0<t <1

f(t) = 1, 1<t<3
) rett linje stigningstall —1, 3 <t <4
0, 4 <t <0

Linja gjennom (0,2) og (1,1) (stigningstall —1) er y = 2 — ¢. Linja gjennom (3,1) og (4,0)
(stigningstall —1) er y =4 — ¢. Altsa er

2-t, 0<t<l1

1, 1<t<3
f(t) =

4—t, 3<t<4

0, 4<t< o0

Hvis 8 > «, sd er h(t — a) — h(t — ) er lik 1 mellom « og § og lik 0 overalt ellers. Derfor er
f@)=@2—=t)(h(t)=h(t—1))+1(h(t—1) = h(t —3))+ (4 —t)(h(t — 3) — h(t — 4))
Ganger ut

f&)=2—-tht)+(—2—=t)+1Dh(t—1)+(-1+4—1t)h(t —3) — (4 —t)h(t — 4)
=2—-t)ht)+(t—1h({t—1)— (t—3)h(t —3)+ (t — 4)h(t — 4)
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Vi har , ,
L((2 = b)) = £@2) - £(0) = - - .
Neste ledd: )
L((t—1)h(t—-1)) = ?e_s
De siste to er tilsvarende sa tilsammen
2 1 1 o 1 a0 1
E(f):g_?—’_?e - = +576

O DD AVE O . oot
Grafen til f(t) ser ut som i figuren under.

Skriv f(t) ved hjelp av Heavisides enhetsstegfunksjon og finn Laplacetransformasjonen £(f).

Y

Lg@sning:
Vi mé fgrst finne en beskrivelse av funksjonen vi kan bruke:
rett linje stigningstall 1, 0<t<?2

f(t) = ¢ rett linje stigningstall —1, 2 <t <4
0, 4<t< o0

Linja gjennom (0,0) og (2,2) (stigningstall 1) er y = ¢. Linja gjennom (2,2) og (4,0)
(stigningstall —1) er y =4 — ¢. Altsa er

¢, 0<t<?2
fit)y=<4—t, 2<t<4
0, 4<t< o0

Hvis 8 > «, sd er h(t —a) — h(t — ) er lik 1 mellom « og § og lik 0 overalt ellers. Derfor er
f(t) =t(h(t) = h(t —2)) + (4 = t)(h(t — 2) = h(t — 4))
Ganger ut

F(&) = th(t) + (—t + 4 — )h(t — 2) — (4 — )h(t — 4) = th(t) + (4 — 20h(t — 2) + (t — 4)h(t — 4)

L(th(t)) = L(t) = —.
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Neste ledd:
(4—=2t)h(t —2) = =2(t — 2)h(t — 2)

1
L(=2(t = 2)h(t —2)) = —2—¢ >
s
Det siste er tilsvarende, s tilsammen
1 1 1

E(f) — 872 _ 2?6_28 + 96—48




