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Alle tilgjengelige

Los oppgavene oversiktlig. Ta med ngdvendige mellomregnin-
ger slik at du forklarer fremgangsmater og begrunner svarene.
Svar fra kalkulator uten mellomregninger eller forklaring gir
ikke poeng med mindre oppgaveteksten sier noe annet. Legg
vekt pa ngyaktige utregninger.

Skriv hvor utregninger kommer fra (f.eks. kalkulator eller PC).
Hvis deler av besvarelsen er hentet fra eksterne kilder (f.eks.
lgsningsforslag eller nettsider), sa skal det oppgis. Direkte av-
skrift regnes som plagiat og gir ikke poeng.

Alle deloppgaver blir vektet likt.
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Merk! Hvis du lgser likningsystem i Oppgave 3, 4 eller 7, sé er det greit & ta utregning

pa kalkulator. Det samme gjelder andregradslikninger og matrisemultiplikasjon.

Oppgave 1

Redusert trappeform av augmentert matrise (utvida koeffisientmatrise) til et linesert

likningssystem Az = b ser slik ut:

00 0 0 1|5

(a) Skriv opp hvor mange lederenere (pivoter), ukjente og hvor mange frie variable

systemet har.

(b) Skriv opp lgsningene pa vektorform.

Oppgave 2

La n veere det siste sifferet i kandidatnummeret ditt, og se pa likningssystemet

m+Dzy — 2n+2)x, = 2

T - 31’2 = —1.

Eksempel: Hvis ditt kandidatnummer er 593, er n = 3 og likningssystemet blir slik:

41’1 — SZEQ == 2

T — 3%2

I
|
—

Likningssystemet (med din n) kan skrives pa matriseform A - & = b.
(a) Bruk radoperasjoner (Gauss-Jordan) til & finne lgsningen (med din n).

(b) Bruk Cramers regel til & finne lgsningen (med din n).

Oppgave 3

Finn beste kurvetilpassing med ei rett linje y = ag + ayx for fglgende punkter:

(1,1), (2, —1), (3,2), (4,0) og (5,3).
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Oppgave 4

Ei matrise er gitt ved

[SUESHIC RGN

G G= Gl
Tl Utl= t]=

(a) Forklar hvorfor M er stokastisk (dvs. Markov) matrise og hvorfor M er reguleer.

(b) Finn en steady-state/likevekts-vektor for det dynamiske systemet bestemt av
M.

(¢) Egenverdiene til M er Ay =1 og Ay = A3 = £. Er M diagonaliserbar?

Oppgave 5
La

g(zy) = 2" +ay

og definér funksjonen f ved
flay) = e,

(a) Finn alle de partielt deriverte til f av fgrste og andre orden.
(b) Finn og klassifiser de kritiske punktene til f.
Oppgave 6
En lineser transformasjon 7' : R? — R? er definert ved fglgende operasjoner
o Fgrst roterer vi 90° mot klokka.

e Sa speiler vi om y-aksen.

Transformasjonen 7' er altsa sammensatt av disse to operasjonene i den gitte rekkefglgen.
(a) Finn standardmatrisa A til transformasjonen 7.
(b) La v} = (2,1) og v = (0,3).
Tegn opp ¥, Vs, T(07), og T'(Us) i samme plott.
Det viser seg at transformasjonen 7' speiler om ei linje. Finn denne linja.

Oppgave 7

Vi skal lgse det homogene systemet av differensiallikninger

7' = [:;l f]y dor 5(0) = E’]

(a) Lgs ved & diagonalisere matrisa.

(b) Lgs ved a bruke Laplacetransformasjonen.
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Oppgave 8

Anta at funksjonen y(t) lgser initialverdiproblemet

2y(t) - /' (t) = —3sin(t)
y(0) = 3.

Hvilken av figurene under viser grafen til y(¢)? Husk at svaret méa begrunnes.

3,
/]
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Alle tilgjengelege

Lays oppgavene oversiktleg. Ta med naudsynte mellomreknin-
gar slik at du forklarer framgangsmatar og grunngjev svara.
Svar fra kalkulator utan mellomrekningar eller forklaring gjev
ikkje poeng om ikkje oppgaveteksten seier noko anna. Legg
vekt pa ngyaktige utrekningar.

Skriv kor utregningane kjem fra (t.d. kalkulator eller PC). Der-
som delar av besvarelsen er henta fra eksterne kjelder (t.d.
lgysningsforslag eller nettsider), s& ma du oppgje det. Direkte
avskrift regnast som plagiat og gjev ikke poeng.

Alle deloppgavene blir vekta likt.
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Merk! Dersom du lgyser likningsystem i Oppgave 3, 4 eller 7, sa er det greitt & ta

utrekning pa kalkulator. Det same gjeld andregradslikningar og matrisemultiplikasjon.

Oppgave 1

Redusert trappeform av augmentert matrise (utvida koeffisientmatrise) til eit linesert
likningssystem Az = b ser slik ut:

00 0 0 1|5

(a) Skriv opp kor mange leiareinarar (pivotar), ukjende, og kor mange frie variable
systemet har.

(b) Skriv opp lgysingane pa vektorform.

Oppgave 2

La n vere det siste sifferet i kandidatnummeret ditt, og sja pa likningssystemet

m+Dzy — 2n+2)x, = 2

T - 31’2 = —1.

Eksempel: Om ditt kandidatnummer er 593, er n = 3 og likningssystemet blir slik:

41’1 — SZEQ == 2

T — 3%2

I
|
—

Likningssystemet (med din n) kan skrivast pa matriseform A - = b.
(a) Bruk radoperasjonar (Gauss-Jordan) til a finne lgysinga (med din n).

(b) Bruk Cramers regel til & finne lgysinga (med din n).

Oppgave 3

Finn beste kurvetilpassing med ei rett linje y = o + ayx for desse punkta:

(1,1), (2, —1), (3,2), (4,0) og (5,3).
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Oppgave 4

Ei matrise er gitt ved

[SUESHIC RGN

G G= Gl
Tl Utl= t]=

(a) Forklar kvifor M er stokastisk (dvs. Markov) matrise og kvifor M er reguleer.

(b) Finn ein steady-state/likevekts-vektor for det dynamiske systemet bestemd av
M.

(¢) Egenverdiane til M er A\; =1 0og Ay = A3 = 1. Er M diagonaliserbar?

Oppgave 5
La

g(zy) = 2" +ay
og definér funksjonen f ved
flay) = e,
(a) Finn alle dei partielt deriverte til f av fgrste og andre orden.
(b) Finn og klassifiser dei kritiske punkta til f.
Oppgave 6
Ein linezer transformasjon 7' : R? — R? er definert ved fglgjande operasjonar
o Fgrst roterer vi 90° mot klokka.

o Sa speglar vi om y-aksen.

Transformasjonen 7' er altsa sammensatt av desse to operasjonane i den gitte rekkefelgja.
(a) Finn standardmatrisa A til transformasjonen 7.
(b) La v} = (2,1) og v = (0,3).
Teikn opp vy, U, T(07), og T'(Us) i same plott.
Det viser seg at transformasjonen 7' speglar om ei linje. Finn denne linja.

Oppgave 7

Vi skal lgyse det homogene systemet av differensiallikningar

7' = [:;l f]y dor 5(0) = E’]

(a) Lgys ved & diagonalisere matrisa.

(b) Lays ved & bruke Laplacetransformasjonen.
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Oppgave 8

Anta at funksjonen y(t) lgyser initialverdiproblemet

2y(t) - /' (t) = —3sin(t)
y(0) = 3.

Kva for ein av figurane under viser grafen til y(¢)? Hugs at svaret ma grunngjevast.
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Lgsningsforslag: Ma-179 — 25. mai 2021

Oppgave 1

Redusert trappeform av augmentert matrise (utvida koeffisientmatrise) til et linesert

likningssystem Az = b ser slik ut:

00 0 0 1 5)
(a) Skriv opp hvor mange lederenere (pivoter), ukjente og hvor mange frie variable
systemet har.

(b) Skriv opp lgsningene pa vektorform.

Lgsning:

(a). Det er leder-1 i kolonne 1,2 og 5. Altsa 3 lederenere. Det er 5 kolonner til hgyre

for streken altsa 5 variable/ukjente. Det gir 5 — 3 = 2 frie variable (25 og x3).

(b). Velger xo =t og x4 = s. Rad 1 sier z1 +x3 — x4 = 3. Rad 2 sier xg —x3+ 14 = 1.
Rad 3 sier x5 = 5. Det gir

el [3—t+s] [3]  [-1] (1]
o 14+t—s 1 1 1
Tq 0 0 1

) | 5 | 5] |0 0|

Oppgave 2

La n veere det siste sifferet i kandidatnummeret ditt, og se pa likningssystemet

n+1Dz; — 2n+2)x, = 2

T — 3%2 = —1.
Eksempel: Hvis ditt kandidatnummer er 593, er n = 3 og likningssystemet blir slik:

dry — 8xy = 2

T — 3[E2 = —1.

Likningssystemet (med din n) kan skrives pa matriseform A - ¥ = b.
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(a) Bruk radoperasjoner (Gauss-Jordan) til & finne lgsningen (med din n).

(b) Bruk Cramers regel til & finne lgsningen (med din n).

Lasning:

(a) Det tar mye plass a skrive ut lgsningen for alle 10 tilfellene, sa her er forst generell

regning:
n+1l —2n—2 | 2| pom | 1 3 1
_—
1 -3 —1 n+1 —2n—2 2
1 -3 1| re-+nm_ |1 =3 —1
= —_—
n+1 —2(n+1) 2 0 n+1 | n+3
xRz |1 =3 | —1| gigsp |1 0 | —14323
0 1 | 01 e
Altsd er ; = —1 + 3”*3 0g Ty = Zﬁ’
Svarene pa vektorform for n = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 er:
7] [1e 20 11 8 13
Y ) 5 Y 3 Y 7 ) 4 ) 9 ) 5 Y 11 Y 6
3)12] [5) 2] Ls) (a0 L7) L2l Lo) L3
(b). Med Cramers regel:
1 —2n-2
det(A) =" T "3 “3n+1)+2n+2=—(n+1).
- 2 —2n-2
det([D, @) = TS 6-om—2=—2n-8
-1 -3
1 2
det(faB) = " T — pn—1-2=-n-3
1 —1
Det gir
det([ B])  —2n—8 20 +8 det([ b)) -n—3  n+3
det(A) —(n+1) n+1 det(A) —(n+1) n+1

Plugger vi inn riktig verdi for n sa far vi samme lgsning som i (a).

Oppgave 3

Finn beste kurvetilpassing med ei rett linje y = ag + a;x for felgende punkter:
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(1,1), (2,—1), (3,2), (4,0) og (5,3).

Lgsning:

Vivilhaog+ai-1=1. ap+a;-2=—-1. ap+a;-3=2. ap+a;-4=0. ag+a;-5 = 3.

Pa matriseform:

11 1

1 2 1
aq (05}

1 4 0

15 3 |

Dette likningsystemet har ingen lgsning, s vi ganger begge sider med M7 for & finne

beste mulig tilpassing (minste kvadraters lgsning):

MTM{%]:MTQJ
g
Vi har _ i
11
11111 L2 5 15
MTM = 1 3| =
1 2 3 4 5 15 55
1 4
1 5
Og ) )
1

-1
e A AR R 1N I
y123450 20

Derfor blir

| _ yran-iarg— L | 5 -15] [5] _ 1 [-25] _ [-05
@ 5 |~15 5 | [20] 50 | 25 0.5

Linja som passer best er y = —0.5 4 0.5z.

Oppgave 4

Ei matrise er gitt ved

SULRSHI RGN

SRS N
T U= Ot
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(a) Forklar hvorfor M er stokastisk (dvs. Markov) matrise og hvorfor M er regulaer.

(b) Finn en steady-state/likevekts-vektor for det dynamiske systemet bestemt av
M.

(c) Egenverdiene til M er \; =1 og Ay = A3 = +. Er M diagonaliserbar?

Lgsning:

(a) Hvis vi kaller elementet i rad ¢ og kolonne j for m;;, altsa M = [m,;], sa har vi
m;; > 0 for alle 7 og j. Dessuten er summen i alle kolonnene er 1: mq; +mg; +mg; =
24+142)/5 =1 myg+me+mzp = 2+2+1)/5 = 1. mz + moz + mgz =
(1+1+3)/5=1

Derfor er M Markov matrise. Den er reguleer siden m;; > 0 for alle elementene.

(b). Steady-statevektorer er egenvektorer tilhgrende A; = 1. Derfor lgser vi (I —

M)v=0:

g2 110 3. -2 —1]0 0 0 0
I-M=|-1 ¢ -1 0/ —=|-1 3 -1]0—|-1 3 -1
-2 —: £ 0 -2 -1 2 |0 -2 -1 2

0 0 0 |0 1 -3 1 0 1 0 —5/7
—|-1 3 1|0/ =0 1 —4/7| 0] —=]0 1 —4/7
0 —7 4 |0 0 0 0 0 00 0

vy =t er fri. Det gir v; = %vg 0g Vg = %vg. Vi skal ha

1 +uv2 + 5t+4t—|—t 16t
=0 +vytuz=t+ 2 = —t.
e -

Derfor velger vi t = 7/16 og far steady-state vektoren

<y
I

(c). Vi har funnet egenvektor tilhgrende A;. Spgrsmalet er om vi kan finne to egen-
vektorer tilhgrende Ay = 1/5. Loser (21 — M)t = 0:

-1 2 10y -1 -2 -1 1|0 1 0 10110
-+ -+ -0 —|-1 -1 =1 [ 0/—=]0 =1 0] 0 —=1]0101]0
-2 -1 219 -2 -1 =210 1 010 00010
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Her har vi bare en fri variabel sa vi kan ikke finne mer enn en egenvektor tilhgrende
Ao = 1/5. M er ikke diagonaliserbar.

Oppgave 5
La

g(zy) = 2* + zy

og definér funksjonen f ved
[ay) = e,

(a) Finn alle de partielt deriverte til f av forste og andre orden.
(b) Finn og klassifiser de kritiske punktene til f.
Lgsning:

(a) Regner
g =2x+y O0g gy=71

Bruker kjerneregelen
fo ="V g, = 99V (20 4 y) = (22 + y) exp(a® + zy)

0g
fy = 9@ g, = 9@y = zexp(2? + xy).

Det gir andrederiverte

foz = €9V g g 490V g = (20+y)242) exp(a4zy) = (4 +day+y°+2) exp(z®+xy)
0g

foy = eg(gc’y)gygmLeg(‘”’y)gxy = ((2z+y)z+1) exp(x®+xy) = (22 +xy+1) exp(z®+2y).
Har f,, = fy. og til slutt

Fow =8V g g 4+ 9N g = (22 + 0) exp(a® + zy).

(b). Kritisk punkt nar f, = 0 og f, = 0. Siden ¢9@¥ > ( blir dette nir g, = 0 og
gy = 0. Dama g, = 2 = 0 og dermed g, = 2- 0+ y = 0. Kritisk punkt i (0,0).

Hessematrise blir

H(0,0) = {fm(o,()) fwy(O,O)] _ [2 1]

J42(0,0)  f,y(0,0) 10
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Her er det(H) = 0 — 1 < 0, sé egenverdiene har ulikt fortegn, og dermed har vi et
sadelpunkt i (0,0).

Med metoden i Calculus-boka, s& ser vi pad B? — AC = 12 —2-0 > 0 og far samme
konklusjon med sadelpunkt i (0,0).

Oppgave 6
En lineser transformasjon 7' : R? — R? er definert ved fglgende operasjoner
o Forst roterer vi 90° mot klokka.

e Sa speiler vi om y-aksen.

Transformasjonen 7 er altsa sammensatt av disse to operasjonene i den gitte rekkefglgen.
(a) Finn standardmatrisa A til transformasjonen 7.
(b) La v} = (2,1) og v, = (0,3).
Tegn opp ¥, Vs, T'(¥), og T'(03) i samme plott.

Det viser seg at transformasjonen 7" speiler om ei linje. Finn denne linja.

Lgsning:
(a). Fra kapittel 1.8 i boka har vi at rotasjonen er gitt ved

Rooe cos(90°) —sin(90°)] _ [O —1]
1 0

sin(90°)  cos(90°)

og at speiling om y-aksen er gitt ved

Vi skal rotere forst sa

(b). Regner ut
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Vi ser at T speiler vektorer om linja y = x. Hvis vi ikke «ser» dette med en gang sa
0 1| |z| |y
1 0] |y |z

Vi skal lgse det homogene systemet av differensiallikninger

7' = [:;l ﬂy dor 5(0) = E’]

(a) Los ved & diagonalisere matrisa.

kan vi regne:

Oppgave 7

(b) Lgs ved a bruke Laplacetransformasjonen.

Lgsning:

(a). Finner egenverdier:

A+4 0 =2

p(A) =det(A] — A) = 5

=A+4)A—1)+6=A+3\+2.

p(A) = 0 har lgsning A\; = —1 og Ay = —2.
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Finner tilhgrende egenvektorer. Logser forst (—I — A)v = 0:

[3 ) 0] [1 —2/3 0]
—>
3 2|0 0 0 |0

vy =t fri og v; = %1)2. Velg t = 3 og fa egenvektorer

Loser (=21 — A)i = 0:

2 20 1 -1]o
—>

vy =t fri og v; = v9. Velg t = 1 og fa egenvektorer

-

Ma-179 Matematikk 2

Bokmal

Teorien i ARK (se Theorem som star blant oppgavene til kapittel 5.4) sier at generell

lgsning er pa formen

2 1
y(t) =c et te e
y(t) = c1 {3 2 1]
Vi skal har
70) 2|, 2 1] [e 3
= C C = —
Y Sl T 13 1] e |2

Lgsningen er altsa
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Stokker om
(sI — A)Y = (0).

Laplace av lgsningen er derfor
Y = (sI — A)~'g(0).

Vi har
sl — A=

s+4 =2
3 s—1

som har invers (determinanten til s/ — A er karakteristisk polynom til A, p(s))

_1 1 s—1 2 1 s—1 2
(sI —A)" = —
(s+4)(s—1)+6 | =3 s+4| (s+2)(s+1)| -3 s+4
Altsa er
. 1 -1 2 3 3s+1
Y= (sI—A)50)=—— | _ | GH6D
(s+2)(s+1) | =3 s+4]| ]2 TETETersy
Pa tide med litt delbrgk:
3s+1 A N B A(s+2)+B(s+1)
(s+2)(s+1) s+1 s+2  (s+1)(s+2)

Fra s-ledd: 3 = A+ B. Fra k-ledd: 1 = 2A 4+ B. Lgsning A = —2 og B = 5.
Litt mer delbrgk:

2s —1 A B A(s+2)+ B(s+1)

(s+2)(s+1)_s+1+3+2: (s+1)(s+2)

Fra s-ledd: 2 = A+ B. Fra k-ledd: —1 = 2A + B. Lgsning A = —3 og B = 5.
Altsa:

__8s41 =2 4 5

}7 _ (s+2)(s+1) — | s+1 s+2
2s—1 =3 4+ 5
(s+2)(s+1) s+1 s+2

Vi avslutter med invers Laplace:

—3et 4+ He 2

yl(t)] _ [—Ze_t + 56_2t:|

Oppgave 8
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Anta at funksjonen y(t) lgser initialverdiproblemet

2y(t) - /(1) = —3sin()

y(0) =3.
Hvilken av figurene under viser grafen til y(¢)? Husk at svaret ma begrunnes.
/ \A
(a) (b) (c)
(d) (¢) (f)

Lgsning:

Likningen i oppgaven kan skrives

;lt {y(t)ﬂ = —3sin(¢)

som vi kan lgse ved a antideriverte pa begge sider, som gir
y?(t) = 3cos(t) + C'.

Initialbetingelsen y(0) = 3 gir at 3> = 3 + C, s& C = 6. Siden y(0) > 0, er lgsningen
derfor
y(t) = /3 cos(t) +6.

Ved & enten bruke denne lgsningen, eller bruke den opprinnelige likningen direkte,
far man at ¢/(0) = 0, som helt klart utelukker figurene (a), (e) og (f).

Videre gir lgsningen at y(¢) > 0 for alle ¢, som utelukker (d) siden den grafen bergrer

den horisontale aksen.
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Til slutt kan vi utelukke figur (c¢) fordi den ikke er periodisk i ¢ med periode 27, slik

Igsningen var er.



