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Alle tilgjengelige

Los oppgavene oversiktlig. Ta med ngdvendige mellomregnin-
ger slik at du forklarer fremgangsmater og begrunner svarene.
Svar fra kalkulator uten mellomregninger eller forklaring gir
ikke poeng med mindre oppgaveteksten sier noe annet. Legg

vekt pa ngyaktige utregninger.

Alle deloppgaver blir vektet likt.
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Oppgave 1

Redusert trappeform av augmentert matrise (utvida koeffisientmatrise) til et linsert

likningssystem Ax = b ser slik ut:

1 30215
0013 2
0000/ 0

(a) Skriv opp hvor mange lederenere (pivoter), og hvor mange frie variable systemet
har.

(b) Skriv opp lgsningene pa vektorform.

(c) Dersom bare ett tall i matrisa over var annerledes, sa ville systemet ikke hatt

noen lgsning. Hvilket tall er det? (Skriv opp den nye matrisa.)

Oppgave 2

Likningssystemet

5%1 + 71’2 =-9
2I1 + 3.%'2 =—4

kan skrives pa matriseform Ax = b.

(a) Bruk radoperasjoner (Gauss-Jordan) til & finne lgsningen.
(b) Bruk A~! til & finne lgsningen.

(c) Bruk Cramers regel til a finne lgsningen.

Oppgave 3

Vi har ei lineaer forste ordens differensiallikning
Yy +3y=e? der y(0)=2.

(a) Lgs som lineger likning uten Laplace.

(b) Lgs med Laplacetransform.
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Merk! Hvis du lgser likningsystem i Oppgave 4, 6 eller 7, sa er det greit a ta utregning

pa kalkulator. Det samme gjelder andregradslikninger.

Oppgave 4
En funksjon f er gitt ved

flzy) = Br —4y —1)(x —y)

(a) Finn alle de partielt deriverte til f av fgrste og andre orden.

(b) Finn og klassifiser de kritiske punktene til f.

Oppgave 5

Vi ser pa matrisa

(a) Finn A~! ved & bruke kofaktorekspansjon.

(b) Finn A~! ved & bruke radoperasjoner.

Oppgave 6

Vi skal lgse det homogene systemet av differensiallikninger

7 = [_42 _53]y der §(0) = H

(a) Los ved & diagonalisere matrisa.

(b) Lgs med Laplacetransform.

Oppgave 7
Kurvetilpassing, eksakt: Finn et andregradspolynom y(x) = ag + a1z + asz? som

gar gjennom punktene (—1,4), (0, — 1) og (1,2).

Sett opp likningsystemet ag, a;, og as ma oppfylle, og lgs det.
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Alle tilgjengelege

Lays oppgavene oversiktleg. Ta med naudsynte mellomreknin-
gar slik at du forklarer framgangsmatar og grunngjev svara.
Svar fra kalkulator utan mellomrekningar eller forklaring gjev
ikkje poeng om ikkje oppgaveteksten seier noko anna. Legg

vekt pa ngyaktige utrekningar.

Alle deloppgavene blir vekta likt.
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Oppgave 1

Redusert trappeform av augmentert matrise (utvida koeffisientmatrise) til eit linsert

likningssystem Ax = b ser slik ut:

1 30215
0013 2
0000/ 0

(a) Skriv opp kor mange leiareinarar (pivotar), og kor mange frie variable systemet

har.
(b) Skriv opp lgysingane pa vektorform.

(c) Dersom berre eit tal i matrisa over var annleis, sa ville systemet ikkje hatt noka

lgysning. Kva for tal er det? (Skriv opp den nye matrisa.)

Oppgave 2

Likningssystemet

5%1 + 71’2 =-9
2I1 + 3.%'2 =—4

kan skrivast pa matriseform Ar = b.
(a) Bruk radoperasjonar (Gauss-Jordan) til & finne lgysinga.
(b) Bruk A~! til & finne lgysinga.

(c) Bruk Cramers regel til & finne lgysinga.

Oppgave 3

Vi har ei lineaer forste ordens differensiallikning
y +3y=e? der y(0)=2.

(a) Lgys som lineger likning uten Laplace.

(b) Lgys med Laplacetransform.
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Merk! Dersom du lgyser likningsystem i Oppgave 4, 6 eller 7, sa er det greitt a ta

utrekning pa kalkulator. Det same gjeld andregradslikningar.

Oppgave 4
Ein funksjon f er gitt ved

flzy) = Br —4y —1)(x —y)

(a) Finn alle dei partielt deriverte til f av fgrste og andre orden.

(b) Finn og klassifiser dei kritiske punkta til f.

Oppgave 5

Vi ser pa matrisa

(a) Finn A~! ved & bruke kofaktorekspansjon.

(b) Finn A~! ved & bruke radoperasjonar.

Oppgave 6

Vi skal lgyse det homogene systemet av differensiallikningar

7 = [_42 _53]y der §(0) = H

(a) Lays ved & diagonalisere matrisa.

(b) Lgys med Laplacetransform.

Oppgave 7
Kurvetilpassing, eksakt: Finn eit andregradspolynom y(z) = ag + a;z + asz? som

gar gjennom punkta (—1,4), (0, — 1) og (1,2).

Sett opp likningsystemet ag, a;, og as ma oppfylle, og lgys det.
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Losningstorslag: Ma-179 — 19. mai 2020

Oppgave 1
Redusert trappeform av augmentert matrise (utvida koeffisientmatrise) til et linaert

likningssystem Ax = b ser slik ut:

1 30215
0013 | 2
0000/ 0

(a) Skriv opp hvor mange lederenere (pivoter), og hvor mange frie variable systemet

har.
(b) Skriv opp lgsningene pa vektorform.

(¢) Dersom bare ett tall i matrisa over var annerledes, si ville systemet ikke hatt

noen lgsning. Hvilket tall er det? (Skriv opp den nye matrisa.)

Ldsning:
(a). Vi har lederenere i kolonnene som tilhgrer x; og x3, sa to stk. lederenere.
Vi har ikke lederenere i kolonnene til x5 og x4 sa de er frie variable. To stk. frie variable.

(b). xy 0g x4 er frie. Sett x9 =t og x4 = s. Forste linje i matrisa tilsvarer likninga
x1+3x2+2x4:5

altsa er xy =5 — 3w9 — 2204 =5 — 3t — 2s.

Andre linje i matrisa tilsvarer likninga
T3 + 31’4 =2

altsa er x3 = 2 — 324 = 2 — 3s. Pa vektorform:

T 5—3t—2s 5 -3 —2
- To t 0 1 0
T = = = +1 +s

T3 2—3s 2 0 -3

Ty s 0 0 1

(c) Vi ma fa siste linje til & si 0 = 1 slik at vi ikke har lgsning:

130215
0013 |2
000¢O0]|1
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Oppgave 2

Likningssystemet

5%1 + 71’2 =-9
2.271 + 3.232 = —4

kan skrives pa matriseform Ax = b.

(a) Bruk radoperasjoner (Gauss-Jordan) til & finne lgsningen.
(b) Bruk A~! til & finne lgsningen.

(¢) Bruk Cramers regel til & finne lgsningen.

Lasning:

(a). Setter opp utvidet koeffisientmatrise:

5 7 | —9] micriom | 1] poeo-
Ri=r1—2r2_ |1 1 1| Rro=r2-2m1
2 3 | —4 2 3 | —4
I | =1| pi=ri-re_ |1 O 1
0 1 | =2 01 | =2
Lgsningene er xy = 1 og 9 = —2.
(b). Finner A~
e 1 d —b _ 1 3 =7 :1 3 =7
det(A) |—¢ a 5:3-2-7T1-2 5 11-2 5
Derfor er ) )
T _ g =9 |3 =T|[-9] |[—27+28] |1
Ty —4 -2 5| |4 18 — 20 —2
(c). Cramers regel:
-9 7
—4 3] —27+28
xlz —= :1
57 1
2 3
5 —9
2 4 —20+ 18
Ty = = = -2
57 1
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Oppgave 3

Vi har ei lineser fgrste ordens differensiallikning

Y +3y=e3 der y(0)=2.

(a) Lgs som lineeer likning uten Laplace.

(b) Lgs med Laplacetransform.

Lgsning:

(a). Vi har integrerende faktor
= o 3dt _ 3t

Losning ser slik ut:

Ma-179 Matematikk 2

Bokmal

1
y(t) = — /,ue_3t dt = e / A3t = e / Ldt =e ' (t+CO) =te ™ + Ce™.
I

Skal ha y(0) = 2, sa
2 =y(0) =0 + Ce’ = C.

Lgsningen er
y(t) = te > + 2e73.

(b). Tar forst Laplace av begge sider:

L(y)+3L(y) = L(e™™)

som blir |
Y(s) —y(0) +3Y(s) =
Y (s) = y(0) +3Y () = —
Setter inn og stokker om:
(s +3)Y(s) Fy(0) = —
S S = =
st+3 Y s+ 3
Deler pa (s + 3):
( ) 1 2
S =
(s+3)2 s+3

Tar invers Laplacetransform:

Oppgave 4

+2
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En funksjon f er gitt ved

flzy) =Bz —4y —1)(z —y)

(a) Finn alle de partielt deriverte til f av forste og andre orden.

(b) Finn og klassifiser de kritiske punktene til f.

Ld@sning:

(a) Bruker produktregelen og finner forste ordens partielt deriverte:
fo=3-(r—y)+Br—4y—1)-1=32—-3y+3x—4y—1=6x—Ty—1
0g
fy=(-4) - (z—y)+Br—4y—1)-(-1)=—-4dr+4y—3r+4y+1=—-Tr + 8y +1
Andre ordens partielt deriverte:
Joz =6 08 foy=fro=-T 0g [y =38

(b). Kritiske punkt er de der bade f, = 0 og f, = 0. Vi skal ha 6z — 7y = 1 og

—T7x 4+ 8y = —1. Dette er to linezre likninger sa vi kan lgse med matrise:
6 -7 1 1 0| —1
%
-7 8 —1 01| —1
Det eneste kritiske punktet er i (—1, — 1).
Bruker andrederivert-test for klassifisering. Hessematrisa er
H = f T f Ty _ 6 -7
-7 8

fya Fyy
det(H) = 6-8 — (=7)2 = —1 < 0 s& egenverdiene har motsatt fortegn og vi har et
sadelpunkt i det kritiske punktet (—1, — 1).

Alternativt: Hvis vi folger notasjonen, i boka sa skal vi se pd B> — AC' = f2, = fuufyy =
(=7)> —6-8 =1. I punktet (—1,— 1) er B> — AC' =1 > 0 s4 her har vi sadelpunkt.

Oppgave 5
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Vi ser pa matrisa
1 -3
A=10 -2
0 1
(a) Finn A~! ved & bruke kofaktorekspansjon.
(b) Finn A~! ved & bruke radoperasjoner.
Lgsning:
(a). Determinanten til A er produkt av diagonalen siden A er gvre-trianguleer:
1 2 -3
det(A) =10 2 —2/=1-2-1=2.
00 1
Kofaktorer:
2 =2 0 -2 0
e = (—1)Ht =2, cpp=(—1)1"2 =0, ¢3=(-1)1"3 =0,
1= (-1) 01 12 = (—1) 01 13 =(—1) 0
2 -3 1 -3 2
021_(_1)2+1 0 1 = -2, 022_(_1)2+20 1 =1, 023:(_1)2+3 0 =0,
2 -3 -3 2
e = (—1)311 2, C3p = (—1)3F2 =2, cg3=(—1)>*3 = 2.
= T = (2| T =2 e = (<1
Da blir
1 C11 C21 C31 1 2 =2 2 1 -1 1
-1 . _
A _det(A) Cig C22 C32 —5 0 1 21 =10 % 1
€13 C23 (33 0 0 2 0 0 1
(b). Med radoperasjoner:
1 2 =3 100 1 20 10
Al Il=f02 2|01 0 2225102001
R1=R1+3R3
00 1 001 00100
1 00 1 -1 1 100 1 -1 1
MM g 2 00 1 2l B 00 10 0 o1 =[] a7
0010 0 1 00110 0 1

Svaret stemmer med det i (a).
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Oppgave 6
Vi skal lgse det homogene systemet av differensiallikninger
4 5 2
y' = y der ¢(0)=
J [_2 _3] J v(0) H
(a) Los ved & diagonalisere matrisa.
(b) Lgs med Laplacetransform.
Lgsning:
(a). Finner egenverdier:
4— )\ 5
det(A — \I) = =A-N(-3-N)+10=X\—-)-2
-2 =3-=-A
Lgsningene er Ay = —1 og Ay = 2.
Loser (A — \1)7 = 0:
4+1 5 o |5 5 0 . 1 110
-2 =341 |0 -2 =210 0010
Forste linje betyr v; + v9 = 0. Fri variabel vy = t. Sa v; = —vy = —t. Velger egenvektoren

med t = 1:

Loser (A — A1 )7 = 0:

4—2 5 o 12 5 0 . 1 5/2 0
-2 =-3-2 0 -2 =5 0 0 0 0
Forste linje betyr vy + §v2 = 0. Fri variabel v4 = ¢. Sa v; = —gt. Velger egenvektoren

med t = 2:
o -5
712

Fra kapittel 5.5 i Anton og Rorres er lgsningen

?j(t) - Cl€>\1t?71 + CQGAQtUQ == Cle_t + Cgegt B
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Setter inn initialbetingelse:

Lgser likningssystemet:

(b). Sa var det Laplace: Skriver Y = L(¥).
L(y') = AL(Y)

blir til
sY — j(0) = AY

stokker om og setter inn initialverdi:
. 2
(sI = AYY = 5(0) = ]

Derfor er

sa derfor er

1

(I A = he+3 10

s+3 5 1
-2 s—4

s+ 3 5
-2 s—4
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N R L ] R R
2—s—2| -2 s—4| |1 s2—5—=2| 4+s5—4
s 25411
_ # 2s + 11 _ [83_21_12 _ |:(s+1)+(s—2)]
2 _ o __ s—8 s—8
s §—2 s—8 52—5—2 (s+1)(s—2)

Siden ingen av de to komponentene star i tabell 5.1 sa ma vi delbrgke. I begge tilfellene
ser delbrgken slik ut:
A B A(s—=2)+B(s+1) (A+B)s—2A+B

s+l 52 (+D)6-2 (+Ds-2

Nar telleren er 2s + 11 ma2=A+ Bog 1l = —2A+ Bsa A= -3 og B =5.

Mens nar telleren er s—8 ma 1 = A+ B og —8 = —2A+ B sa A =3 og B = —2. (Bruker
f.eks. kalkulator til & lgse likningene.)

Derfor er

Invers Laplace gir

Oppgave 7
Kurvetilpassing, eksakt: Finn et andregradspolynom y(x) = ag + a1z + asz? som

gar gjennom punktene (—1,4), (0, — 1) og (1,2).

Sett opp likningsystemet ag, a;, og a; ma oppfylle, og lgs det.

Lg@sning:
Fra (—1,4):
4 = ag + Gl(—l) + ag(—1)2 =ag— a1 + a2
Fra (0, — 1):
—1= ap + CL1(O) + a2(0)2 = Qo
Fra (1,2):

2 = Qo +a1(1) + a2(1)2 = Qo + aq + a9
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Tilsammen (bruker f.eks. kalkulator til radreduksjon)

1 -1 1 4 1 00 —1
1 0 0 -1 — |0 1 0 -1
1 1 1 2 0 01 4

Altsé ag = —1, a; = —1 og ay = 4. Polynomet er y(z) = —1 — x + 422
(Her kan en sjekke svaret ved a sette inn for z og se om y-verdiene stemmer med punk-

tene.)



